Тема 6. Динамическое программирование как инструмент принятия управленческих решений
1. Специфика динамического программирования.

2. Динамическая оптимизационная модель управления запасами.

3. Модель замены оборудования в виде марковских цепей.

1. 
Динамическое программирование является разновидностью подхода оптимизации. Оно обладает той специфической особенностью, что решение оптимизационной задачи можно свести к решению более простых «подзадач» с увязкой этих решений при использовании специальных соотношений. В результате вопрос о глобальной оптимизации некоторой функции сводится к поэтапной оптимизации некоторых промежуточных целевых функций. В силу этого задача динамического программирования (ДП) заключается в многошаговой оптимизации по получению общего (результирующего) оптимума (максимума или минимума).

Начало развития динамического программирования относится к 50-м годам XX века и связано с именем американского математика Р. Беллмана. Ему принадлежит разработка основного функционального уравнения, которое является математическим выражением сформулированного им же одного из важнейших принципов ДП – принципа оптимальности. Этот принцип состоит в следующем: оптимальное поведение обладает тем свойством, что, каковы бы ни были первоначальное состояние и решение в начальный момент, последующие решения должны составлять оптимальное поведение относительно состояние, получающегося в результате первого решения (оптимальное поведение – последовательное улучшение чего-либо). Динамическое программирование отличается от других разделов математического программирования тем, что первоначальные варианты на момент решения задачи ДП уже известны. Особенностью модели ДП является то, что увеличение количества переменных в задачах вызывает рост возможных вариантов решения. Возникает так называемая проблема размерности (или «принятие размерности» по выражению Р. Беллмана), которая является серьезным препятствием при решении задач ДП средней и бальной размерности даже на ПК (из-за ограниченности объема оперативной памяти).

Методом ДП решается большой спектр экономических задач в экономической практике на микроуровне народного хозяйства: задачи оптимального распределения капиталовложений между возможными новыми направлениями их использования; замены выбывающих из эксплуатации основных фондов; составления календарных планов текущего, среднего и капитального ремонта сложного оборудования; оперативно-календарного планирования производства продукции; выравнивания занятости сотрудников в условиях колеблющегося спроса на продукцию; управления запасами, устанавливающими момент пополнения запасов и размер пополняющего заказа.

Целевая функция ДП является аддитивной от показателей эффективности каждого шага (аддитивная функция – функция, значение которой определяется как сумма значений частных показателей). При этом исходят из того, что состояние Sk системы в конце k-ого шага зависит только от предшествующего состояния Sk-1 и управления на k-м шаге хk (и не зависит от других предшествующих состояний и управлений). Это требование называется «отсутствием последствия». 

Обозначим показатель эффективности k-ого шага через

Zk = fk(Sk-1,xk), k=1,2,…n
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Тогда 

Z = [image: image2.png]ey fr



(Sk-1,xk)
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Таким образом, особенности модели ДП

1. Задача оптимизации интерпретируется как n-шаговый процесс управления.

2. Целевая функция равна сумме целевых функций каждого шага.

3. Выбор управления на k-м шаге зависит только от состояния системы к этому шагу, не влияет на предшествующие шаги (нет обратной связи).

4. Состояние Sk после k-ого шага управления зависит только от предшествующего состояния Sk-1 и управления хk (отсутствие последствия).
5. На каждом шаге управление xk зависит от конечного числа управляющих переменных, а состояние Sk – от конечного числа параметров. Например, в задаче о распределении инвестиций между предприятиями холдинга в качестве xk выступает количество средств, выделяемых k-ому предприятию. Функцией fk прибыль или прирост выпуска продукции. На первом этапе планирования доходы (прирост доходов) холдинга будут соответствовать приросту выпуска продукции на каждом предприятии. Далее будет использоваться функциональное уравнение Беллмана:


Fn (x) = max (f(y)+ g (x-1) + Fn-1 [ay+b(x-y)]), 
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   0≤y≤x
где х – объем инвестиций;

y – объем инвестиций, выделенных первому предприятию;

(х-у) – объем инвестиций, выделенных второму предприятию;

F(y) и g(x-y) – известные функции распределения доходов (прироста выпуска);

а, b – параметры, выражающие капиталоотдачу.


Так как на первом этапе планирования никаких расчетов по формуле Беллмана не производится, а затем идет попарное сравнение результатов инвестирования (на втором шаге – результаты инвестирования в первое и/или второе предприятие; на третьем шаге – от результата инвестирование во второе и/или третье; на четвертом шаге – результаты инвестирования в третье и/или четвертое предприятие), то число шагов (этапов) планирования совпадает с числом предприятий.  Выбор переменных х1,х2,х3,х4 – управление соответственно на I, II, III и IV шагах. Перебор вариантов и формирование этапов планирования может осуществляться и по числу. На 1 шаге последовательно (рекуррентно) наращивают инвестиции в 1 предприятие, а остаток инвестиций распределяется между оставшимися. На 2 шаге – роль 1 предприятия (которому в первую очередь выделяют инвестиции) выполняет 2 предприятие; на 3 шаге – 3 предприятие; на 4 шаге – 4 предприятие.


Пример. Имеется 4 предприятия холдинга, выпускающие однородную продукцию. Рассматриваются планы реконструкции и модернизации каждого из предприятий при общем объеме капиталовложений х0 = 400 тыс. д.е. Он должен быть распределен между предприятиями таким образом, чтобы максимизировать общий прирост выпуска продукции холдинга. В таблице приведены данные объемов реконструкций по этапам планирования (у) и прироста выпуска продукции по каждому предприятию fi(y) при i=1…4.

Таблица

Объемы реконструкций предприятий и прирост выпуска продукции в них
	Объем капиталовложений у, тыс. д.е.
	Fi(y) 

	
	1
	2
	3
	4

	100
	50
	60
	65
	45

	200
	120
	135
	140
	105

	300
	215
	195
	200
	220

	400
	275
	265
	235
	270



На нулевом шаге планирования (без использования подхода ДП и равномерного распределения 400 тыс. руб. инвестиции) суммарный прирост выпуска по холдингу составит 220 тыс. ден. единиц (50+60+65+45). На первом шаге ДП наилучший результат – 280 тыс. ден. ед. (первому предприятию выделяется 300 тыс. ден. единиц инвестиций и 3 предприятию – 100 тыс. ден. ед.). На втором шаге – наилучший результат – 275 тыс. ден. ед. (по 200 тыс. ден. ед. выделяется 2 и 3 предприятию). На 3 шаге достигается общий оптимум – 285 тыс. ден. ед. (100 тыс. ден. ед. выделяется 3 предприятию и 300 тыс. ден. ед. – четвертому). 4 шаг расчетов достигнутый наилучший результат не улучшает. Таким образом, максимальный суммарный прирост продукции холдинга будет достигнут, когда четвертому предприятию будет выделено на реконструкцию y4 = 300 тыс. ден. ед., третьему y4 = 100 тыс. ден. ед., а остальным предприятиям холдинга средства на реконструкцию не выделяются.

2.
Рациональное и своевременное определение предпочтительной стратегии управления запасами, а также нормативного уровня запасов позволяет значительно уменьшить оборотные средства, иммобилизованные в виде запасов, что в конечном счете повышает эффективность используемых ресурсов, уменьшает потребность в кредитах под оборотные средства.


В качестве критерия эффективности принятой стратегии управления запасами выступает функция затрат, представляющая суммарные затраты на хранение и поставку запасаемого продукта (в т.ч. потери от порчи продукта при хранении и его морального старения, потери прибыли от омертвления (связывания, замораживания капитала), затраты на штрафы.


Управление запасами состоит в отыскании такой стратегии пополнения и расхода запасов, при которых функция затрат принимает минимальное значение.


Существует ряд моделей управления запасами. Пусть функция А(t), В(t)  и R(t) выражают соответственно пополнение запасов, их расход и спрос на запасаемый продукт за промежуток времени [o,t]. В моделях управления запасами обычно используют производные этих функций по времени a(t), b(t), r(t), называемые соответственно интенсивностями пополнения, расхода и спроса.


Если функции a(t), b(t), r(t) – не случайные величины, то модель  управления запасами считается детерминированной, если хотя бы одна из них носит случайный характер – стохастической. Если все параметры модели не меняются во времени, она называется статической, в противном случае – динамической. Статические модели используются, когда принимается разовое решение об уровне запасов на определенный период, а динамические – в случае принятия последовательных решений об уровнях запаса или корректировке ранее принятых решений с учетом происходящих изменений. 


Пример. Рассмотрим предприятие, которое изготавливает партиями некоторые изделия. Оно состоит из производственных цехов и склада для хранения готовой продукции. Предположим, что предприятие получило заказы на продукцию на n месяцев (этапов) вперед. Эти заказы необходимо полностью и своевременно выложить (дефицит не допускается). Для разных этапов спрос неодинаков, кроме того, на экономические показатели производства влияют размеры изготавливаемых партий продукции. Поэтому предприятию иногда бывает выгодно производить продукцию в объеме, превращающем спрос в пределах этого этапа, и хранить запасы «лишней» продукции, используя их удовлетворения последующего спроса. Цель предприятия – выработать такую программу производства, которая обеспечила бы минимальные затраты на изготовление и хранение продукции.

Введем обозначения:

хt – число изделий, изготовленных в t-м месяце;

уt  - уровень запасов на конец t-го месяца;

dt – спрос на изделие в t-м месяце;

ft (хt, уt) – затраты на производство и хранение изделий в t-м месяце.


Соотношение материального баланса примет вид

yt-1 + xt - dt = yt, t=1,…n
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Наша задача состоит в том, чтобы составить такой план производств х=(х1…хn), который бы обеспечил минимальные суммарные затраты предприятия LT 

 
LT = [image: image4.png]Ytes fe (X, Vt)
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В качестве параметра состояния принимается уровень запасов на конец этапа, а функция состояния как минимальные затраты за первые k месяцев.


Рассмотрим функцию затрат ft (xt,yt)


Выведем следующие значения

gt – затраты на производство и доставку заказа на t-м этапе;

Ct (xt) – затраты на производство xt единиц продукции на t-м этапе

xt (yt) затраты  на хранение yt единиц продукции в течение t-ого планового этапа. Для определенности  будем считать что, производственные затраты линейны, т.е. Сt (xt) = CtXt, и что затраты на хранение пропорциональны объему хранимой продукции в течение месяца. Объем хранения в течение этого месяца определяется уровнем хранения на конец этапа. Иными словами, поскольку время изготовления партий изделий пренебрежимо мало, а производить и отправлять продукцию предприятия выгодно в начале каждого месяца, то уровень хранимого имущества (продукции) в течение t-го этапа определяется соотношением баланса yt-1+xt-dt. В итоге получаем ht(yt)=ht×yt

Функция затрат с учетом введенных обозначений примет вид

ft(xt,yt) = [image: image6.png]he Xy, % =0
0o XXy + hy Xy, %, > 0
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 могут интерпретироваться как значения функции на этапе t-1.

Если система хранения запасов имеет сложную структуру (много видов хранимых ресурсов, иерархическая система складов), а параметры моделей управления запасами меняются случайным образом, то единственным средством анализа такой системы остается имитационное моделирование, позволяющее имитировать на ЭВМ функционирование системы, исследуя ее поведение при различных условиях, значениях параметров, отражая их случайный характер и изменение во времени.

3.
Замена оборудования – важная экономическая проблема. Задача состоит в определении оптимальных сроков замены старого оборудования. Старение оборудования включает его физический и моральный износ, в результате чего растут производственные затраты, затраты на ремонт и обслуживание, снижаются производительность оборудования, нередко и производительность труда, ликвидная стоимость оборудования. Критерием оптимальности являются, как правило, либо прибыль от эксплуатации оборудования (задача максимизации), либо суммарные затраты на эксплуатацию в течение планируемого периода (задача минимизации). При построении модели задачи принято считать, что решение о замене выносится в начале каждого промежутка эксплуатации (например, в начале года) и что в принципе оборудование можно использовать неограниченно долго.


Основная характеристика оборудования – параметр состояния – его возраст t. При составлении динамической модели процесс замены рассматривают как n-шаговый, разбивая весь период эксплуатации на шагов. Возможное управление на каждом шаге характеризуется качественными признаками, например xс (сохранить оборудование), хз (заменить), хр (сделать ремонт).


При решении данной задачи можно использовать матрицы перехода одного состояния в другое (т.н. марковские цепи). В марковских цепях будут указаны вероятности замены оборудования, его ремонта и дальнейшей эксплуатации. При этом р (o/i, di) =1
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Где di – решение заменить оборудование в начале следующего года

i – индекс события 

j=0 – т.е. закуплена новая единица оборудования; j – индекс временного отрезка, например, года.


Если j=1,2… значит, продолжает работать старое оборудование.


На основе марковских цепей можно обосновать предельный срок работы оборудования (необходимость замены возникает, когда ожидаемая эффективность эксплуатации оборудования оказывается ниже ожидаемой  с учетом вероятностей) эффективности использования нового оборудования.  

